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Triplet pythagoricien

En arithmétique, un triplet pythagoricien ou triplet de
Pythagore est un triplet (a, b, c) d'entiers naturels non nuls
vérifiant la relation de Pythagore : a® +b =c% Le triplet
pythagoricien le plus connu est (3, 4, 5).

A tout triplet pythagoricien est associé un triangle de cotés
entiers a, b,c, forcément rectangle d’hypoténuse c, ainsi
qu'un rectangle de c6tés entiers a, b, et de diagonale entiére c.

Historique

La plus ancienne trace découverte de la connaissance de tels
triplets remonterait a la tablette Plimpton 322, un document
écrit vers 1800 av. J.-C. dans I'ancien Irak, qui fait apparaitre
15 couples de nombres qui peuvent étre complétés pour
former ce qu'on appelle aujourdhui des triplets
pythagoriciens™

Mais les spécialistes ne sont pas tous d'accord, et d'autres
. o Loz , 3
interprétations de la tablette ont été proposées=.

Pythagore, au vi° siécle avant notre ére, n’a laissé aucun texte
écrit et les sources diverses le concernant se contredisent. Il
est cependant a peu pres certain qu'il connaissait le triplet (3,
4, 5). Le philosophe Proclus de Lycie, au v* siécle de notre
ére, dans son commentaire sur le livre I des Eléments
d’Euclide (rédigé vers 300 avant notre ere), attribue a
Pythagore la découverte de la formule

générale

a‘+b‘=c*

Animation illustrant le plus simple triplet
pythagoricien : 32+42=52
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Tablette Plimpton 322.
que nous notons aujourd’hui

(2n + 1, 2n% + 2n,2n® + 2n + 1), oli 72 est un entier strictement positifB.

Toujours d'aprés Proclus, Platon connaissait une deuxiéme famille infinie de triplets pythagoriciens :

(n® —1,2n,n% + 1)3.

Cas géneéral

Les deux formules connues des Grecs montrent qu'il existe une infinité de triplets pythagoriciens et que
tout entier > 3 fait partie d'un tel triplet (la premiére formule faisant intervenir 2n + 1 et la deuxiéme 2n

).
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Voici un théoreme donnant une formule générant 1'ensemble de ces triplets.

Théoréme — Le triplet (a, b, ¢) est pythagoricien si et seulement s'il existe deux entiers
0 < g < ptels que

2 2
a_p —qg b 2pq
e a2 e T 22
¢ p°+q c p°tq
. . . . e . . 4
La démonstration classique utilise une paramétrisation rationnelle du cercle unité- :

Démonstration

Il est possible de paramétriser le cercle unité d'équation x2 + y? = 1, privé du point A(-1,
0), a l'aide de la pente t de la droite passant par A et rencontrant le cercle en M(X, y). Les
coordonnées de M sont alors :
11— 2t
TiyeVT1re
En effet, la pente de (AM) étant t, on a y = t(x + 1) et I'équation du cercle s'écrit alors
2 -1+t +1)=0
puis, aprés simplification par X + 1, non nul, et regroupement des termes on obtient :
1-£ 2t
11 YT 1 e
De plus, X et y sont des rationnels strictement positifs si et seulement si t est un rationnel
strictement compris entre 0 et 1.

Au triplet d'entiers strictement positifs (a, b, ), on associe le point M de coordonnées
(a/c, b/c) rationnelles strictement positives. Le triplet (a, b, ¢) est pythagoricien si et
seulement si le point M est un point du cercle unité. Cela se traduit par les conditions :
a  1-t b 2
T T e e TV T 1
ou t est un rationnel g/p strictement compris entre 0 et 1, ce qui conclut.

Cas des triplets primitifs

Un triplet pythagoricien (a, b, ¢) est dit « primitif » si les trois entiers a, b et ¢ sont premiers entre eux
dans leur ensemble. 11 suffit pour cela que deux d'entre eux le soient (puisqu'un diviseur premier commun
a deux des nombres divisera le troisieme).

Il existe une infinité de triplets primitifs (voir infra). Les 16 premiers par ordre croissant de c, avec @ < b
, sont ceux dont les trois termes sont inférieurs a 100~ :

= (3,4,5) = (20, 21, 29) = (11, 60, 61)
= (5,12, 13) (12, 35, 37) = (16, 63, 65)
= (8,15, 17) = (9, 40, 41) = (33, 56, 65)
= (7, 24, 25) = (28, 45, 53) » (48, 55, 73)
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= (13, 84, 85) = (39, 80, 89)
= (36, 77, 85) = (65, 72, 97)

Ces triplets mis bout a bout forment la suite A103606 de 1'0OEIS.

Tout triplet pythagoricien (a, b, ¢) est, de maniére unique, produit d'un triplet pythagoricien primitif par
un entier strictement positif : le pged de (a, b, c).

Si I'on divise par ? , on obtient :

a? b
— 4+ —=1
2 2
Autrement dit, les triplets pythagoriciens primitifs correspondent biunivoquement aux points du cercle

b

X ] . ] PR a
unité a coordonnées rationnelles donnés sous forme irréductible par (—, —) .
c'c

Théoréme fondamental décrivant tous les triplets primitifs

Si (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien primitif alors (b, a, ¢) aussi, et soit a soit b est impair, ces deux cas
étant exclusifs. Le théoréme suivant caractérise donc tous ces triplets.

P 6,7,8
Il y a équivalence entre

= (i) (a, b, c) est un triplet pythagoricien primitif avec a impair.

= (i) Il existe un couple de nombres (p, q) € N*2 avec p > q, p et g premiers entre
eux et de parités différentes, tels que
— 2 2 _ _ 2 2
a=p°—q°, b=2pq e c=p°+q°.

Démonstration

D'apres la forme générale des triplets pythagoriciens (voir supra), ceux qui sont primitifs

sont les triplets de la forme
,P-¢ ,_?2a _P+C
d ’ d’ d
d = pged(p® — ¢*,9° +¢*) | pged(20,2¢°)
et sans perte de généralité, p et  premiers entre eux, si bien que d est égal & 1 ou 2, selon

que p et g sont de parités différentes ou de méme parité.

avec p,geN, 0<g<p,

= (i) = (i) : Si de plus a est impair alors p et g sont de parités différentes (car
s'ils étaient tous deux impairs, a serait pair, comme quotient par d = 2 d'un
entier divisible par 4). Il s'ensuit que d = 1, d'ou (ii).

= (ii) = (i) : Réciproquement, supposons (ii). Alors (a, b, c) est de la forme ci-

dessusavecd =1eta =

impair, d'ou (i).

Remarques :

= La famille (p? — ¢%, 2pq, p* + ¢%) était connue d'Euclide’.


https://oeis.org/A103606
https://fr.wikipedia.org/wiki/Encyclop%C3%A9die_en_ligne_des_suites_de_nombres_entiers
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pgcd
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle_unit%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle_unit%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Coordonn%C3%A9es_cart%C3%A9siennes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_rationnel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fraction_irr%C3%A9ductible
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sans_perte_de_g%C3%A9n%C3%A9ralit%C3%A9

= Pour un triplet primitif (a, b, ¢) avec a impair, le couple (p, q) est unique :
a—+c c—a
2 17 2
» Le cas g =1 et p pair implique que tout nombre multiple de 4 : 2p > 4 fait partie d'au
moins un triplet primitif : (p2 — 1, 2p, p2 + 1) (famille "de Platon" donnée ci-dessus).
» Enposantm = p+ qetn = p — q, une reformulation de ce théoreme est :

p:

Théoréme — (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien primitif avec a impair si et seulement
s'il existe deux entiers impairs premiers entre eux m > n 2> 1 tels que
m? — n? m? + n?
a = mn, sz et ¢c= B a—

» Le cas n = 1 implique que tout nombre impair m > 3 fait partie d'au moins un triplet
primitif : (m, (m? — 1)/2, (m? + 1)/2) (famille équivalente a celle de Pythagore donnée
ci-dessus).

Propriétés d'un triplet pythagoricien primitif

Un triplet primitif (a, b, ¢) avec a impair, a = p2 — q2,b = 2pq,c = p2 + q2 donnés par le théoreme
précédent posséde les propriétés suivantes :

» b est multiple de 4 (donc aucun entier de la forme c
4k + 2 n'appartient a un triplet pythagoricien A

'-.'-- -
primitif) ; b=2pq a=pig’
= up entier exactement parmi a et b est multiple de f,f-f’f
B

37, i
= un egtier exactement parmi a, b et ¢ est multiple A c=p%*qg?
de 57;
= |a hauteur issue de I'angle droit dans le triangle 2
associé, h = ab/c, n'est pas entiére ; Triangle rectangle (ABC) associé au

= |'aire du triangle associé S = ab/2 (qui est par triplet (a,b,c)
défini}ié)n un nombre congruent) n'est pas un
carré= : c'estle thégréme de Fermat sur les
triangles rectangles™ ;

» il existe des triplets ou a et ¢ sont premiers,
comme (5, 12, 13), mais on ne sait pas s'il en
existe une infinité== (cf. la suite AO67756 de
I'OEIS) ;

» |es facteurs premiers de c¢ sont de la forme 4k + 1,
donc ¢ également, comme pour toute somme
impaire de deux carrés premiers entre eux ;

= réciproquement tout produit de nombres premiers _
de la forme 4k + 1 est le troisiéme terme d'un P
triplet pythagoricien primitif (cf. la suite AO08846
de I'OEIS) ; Triangle (3, 4, 5) avec son cercle inscrit
c—a
2
» la réciproque de la propriété précédente est

fausse comme le montre le triplet (1, 8, 9) : (c — a)/2 et ¢ — b sont des carrés alors que (1,

= q2 etc—b=(p— q)2 sont des carrés ; de rayon 1.
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8, 9) n'est pas un triplet pythagoricien ;
= au plus I'un des trois nombres a, b, ¢ est un carré!? ;

» les entiers a, b et ¢ ne peuvent étre simultanément des puissances n-iemes avec n > 2
(conséquence du grand théoreme de Fermat)

i : \ : - B
= les entiers p et q S'interprétent dans le triangle associé par la formule tan 5 = g,
p
. 2 _ . A + m
puisque tan B = _Pa (voir figure ci-contre) ; tan — = pre_m :
p? —¢? 2 g—p n

ab

a+b+ec

: . . ab
cercles exinscrits sont les entiers ry = ——— = p(p — q),

—a+b+ec
ab (p+q) etrg = a
a—b—l—c_qp 1 C_a—l—b—c

(3,4,5),p=2etqg=1; les rayons successifs sont 1, 2, 3 et 6 ;
» |e diameétre du cercle circonscrit est égal a c.

= le rayon du cercle inscrit est I'entier r = = q(p — q) ; les rayons des trois

rg = = p(p + q) ; par exemple pour le triplet

Génération algébrique et géométrique

13 . .

Berggren— a montré en 1934 que tout triplet Aol
[7,24,25) - DO EE 15T
pythagoricien primitif peut étre obtenu a partir du SLELI)
i 1 1 Apété 50113 (55,48.73) - 197 II::-_w
triplet (3, 4, 5) par application répétée de R1, R et \ 297.30442
R3’ avec. 145,218,573} I.Jl1'.'::l;-ll.\i1l:;
DITA4, 1255
. T4 1ES)
T30, RBILEE - 1TT. 330,515
300 180,540
T AS6505
545 {200,250 118, 20, D) -z - ST A SRS
T 9 TS
" e
S0 040, 145

(33,5665 5.252,

ITL 136,305y

A5 13L.15T)
(35,123,370 - B33 056, 305)

T eI AS Y

Arbre de Berggren de construction des triplets
pythagoriciens primitifs.

1 -2 2 1 2 2 -1 2
Ri=|2 -1 2 Ro=1|2 1 2 Rs=| -2 1 2
2 -2 3 2 2 3 -2 2
selon la regle
a; a
G c

De plus, cette décomposition est unique
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Géométriquement, le produit de R; par un triplet (a, b, ¢) correspond a la construction ® o S; effectuée

. (a b) .3
pour le point { —, — ), ou™:
c'c

S est la symétrie par rapport a I'axe des ordonnées ;
S, est la symétrie de centre O ;
S3 est la symétrie par rapport a I'axe des abscisses ;

et ® est 'application du cercle unité (C) dans lui-méme qui a tout point M associe M’ le
deuxiéme point d'intersection de (C) avec la droite passant par M et P(1,1).

Exemples
144 3
» |36 ] =R3oRz2| 4
85 5
85 3
n 132 | =R1oR30R3| 4
157 5

Moyennes du nombre de triplets pythagoriciens

Le nombre N.(n) de triplets pythagoriciens primitifs de troisiéme terme inférieur ou égal a n est
répertorié comme suite A156685 de I'OEIS, et Derrick Norman Lehmer a montré en 1900™> que lorsque

n tend vers l'infini, N, (n) ~ o ; d'ou un nombre moyen de tels triplets de troisieme terme donné égal
U

1 1
a — & — ; voir la suite A086201 de I'OFEIS.
2m 6
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Le nombre NN, (n) de tels triplets de somme inférieure ou égale & n est répertorié comme suite A328499

In2 In2 2

de 'OEIS, et Lehmer a montré > que Ng(n) ~ — " d'olt un nombre moyen de — ® 3 ; voir la
s T

suite A118858 de 1'OEIS.

Applications

Corde a treize nceuds

Le triplet (3, 4, 5) intervient dans la corde a treize nceuds comportant 12 intervalles formant trois cotés de
il
L]
longueur 3, 4 et 5 et permettant d'obtenir un angle droit : i
Ll

————

Carrés en progression arithmétique

Les triplets pythagoriciens (a,b,c),a < b sont en bijection naturelle avec les triplets (zz,yz, 22) de
carrés  non  nuls en  progression arithmétique  (vérifiant y2 —x? =2 - y2 >0, soit

o+ 2 = 2y2,:1: < 2).

On passe de (a,b,c) a (x,y,2) en posant £ = b —a,y = ¢,z = a + b, et en sens inverse en posant
zZ— z2+x 16

D) ab: D) yC=1Y

a=

En effet a® + b2 = c® < (b—a)? + (a + b)? = 2c%.

Par exemple, le triplet (3, 4, 5) donne la progression (1% = 1 < 5% = 25 < 7% = 49) de raison 24, et le
triplet (9,40, 41) fournit la progression 312 < 41? < 492 qui était connue de Diophante 15

La raison de la progression est égale a 2ab, soit le quadruple de I'aire du triangle de Pythagore associé.
Cette raison ne peut donc étre un carré d'apres le théoreme de Fermat sur les triangles rectangles.

. . R 4. 17 Lo .
Fermat a conjecturé en 1640 dans une lettre a Frénicle=~ qu'on ne peut trouver quatre carrés distincts en

. . i~ . ss oz p 17, p .
progression arithmétique, ce qui a été démontré par Euler en 1780 . Une démonstration par Jean Itard
utilise les deux triplets pythagoriciens associés a une telle progression arithmétique et conclut par
19, 20,21

23,20

s e s . . ey 22 . . .
descente infinie . Voir aussi cette référence : ==, ainsi que celle-ci :

Problemes de coloration

On peut considérer I'ensemble des entiers naturels comme un graphe dont les sommets sont les nombres
et tels que les sommets reliés par une aréte soient ceux qui font partie d'un méme triplet pythagoricien.

Des lors, on se demande s'il est possible de colorier le graphe de telle sorte que les éléments d'un méme

. . ~ Note 1, 24
triplet ne soient pas tous de la méme couleur o= .
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En d'autres termes on cherche a colorier le graphe de fagon qu'il n'existe pas de 3-clique monochrome. Ce
probléme a initialement été posé par Paul Erdés et Ronald Graham™.

En se limitant a deux couleurs il a été montré en 2016, et vérifié en 2019 grace a Rocq, qu'il n'est possible

d'aller que jusqu'aux 7824 premiers entiers 32

En utilisant trois couleurs différentes, il existe un coloriage admissible pour les 11066 premiers entiers

. N N 3
mais au-dela le probleme reste ouvert™.

Une visualisation des triplets pythagoriciens

Visualisation des triplets associée a la
fonction carré.

La fonction complexe z — 22 laisse stable l'anneau Z[i] des
entiers de Gauss. A chaque point de l'image de Z[i] par cette
fonction correspond un triplet pythagoricien (en effet,
(p+4qi)® =p* — ¢ + 2pdi, et
(p* — )% + (2pq)? = (p® + ¢*)%. Cette remarque fournit
une visualisation des triplets pythagoriciens
nuage de points ci-contre.

Probleme connexe : les triplets
d'Eisenstein

Portant le nom de Gotthold Eisenstein, en référence aux
. . . 27 . . .
entiers d'Eisenstein™, les triplets d'Eisenstein (en) sont des
. e . . 28
triplets vérifiant la relation suivante

Définition — Un triplet d’Eisenstein est un triplet
(a, b, ¢) de trois nombres entiers naturels non nuls tels
que :

» (a) : a<c<b et le triangle de cotés de
longueurs a, b, c posseéde un angle de 60°
enC

E 2000 5RO ZOl JEO0 A0 &S50

nl.l i 5-'.'.! LLLE
Nuage de points de tous les couples
d'entiers (a, b) tels que (a, b, v/a® + b?)
soit pythagoricien avec a et b inférieurs a
4 500.

et une explication de la présence des paraboles dans le

lllustration du triplet (3, 8, 7).
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ou

» (b) : a < b< cetle triangle de cotés de longueur a,b,c posséde un angle
de 120°en C

Notons que les triangles correspondant au cas (a) sont les triangles entiers dont les angles sont en
progression arithmétique car A + B=2C<180°-C=2C < C =60°.

On peut donner une version algébrique de cette définition

grace au théoreme d'Al-Kashi (aussi appelé « loi des ]
cosinus »), qui est une généralisation du théoreme de "LQ
Pythagorezg. Ce théoreme relation relie la longueur d'un coté '\

¢ d'un triangle aux longueurs a et b de ses deux autres cotés et

au cosinus de l'angle C qu'ils  forment : ?
? =a? + b2 —2abcosC. 5

Ainsi, avec a,b,c des entiers nommés comme dans la
définition ci-avant, et pour un angle de 60° ou 120° (dont le 3

cosinus vaut respectivement % ou —%), I'égalité vérifiée sera
lllustration du triplet (3,5,7).

respectivement : ¢2 = a2 + b? — abouc? = a? + b + ab.
Par analogie avec la recherche de triplets pythagoriciens, qui
revient a rechercher les entiers de Gauss dont la norme est un carré parfait, la recherche de triplets

—1+iv/3 .
%\/_ _ o2m/3

d'Eisenstein revient a chercher des entiers d'Eisenstein, 2 = a + bw ot w = , dont

. ..30
la norme |a + bw|? est un carré parfait™".
Des triplets connus sont par exemple (la liste est non exhaustive) :

» Pour60°:(3,8,7),(5,8,7),(5,21,19), (7, 15, 13), (7, 40, 37), (8, 15, 13), (9, 24, 21) :
voir la suite A121992 de I'OEIS.

= Pour120°:(3,5,7),(5,16,19), (7,8, 13), (7, 33, 37), (9, 56, 61), (11, 24, 31) : voir la
suite A264827 de 'OEIS
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